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1 Einleitung des Herausgebers

Dieser Beitrag enthalt eine textkritische Edition des Briefes von Richard De-
dekind an seinen Kritiker H. Keferstein vom 27. Februar 1890. Dieser Brief
gewéhrt wichtige sachlich-systematische Erklarungen und Einsichten zu De-
dekinds Werk Was sind und was sollen die Zahlen?' sowie einen Einblick
in dessen Genese.

In einem Band der Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamn-
burg hatte der Hamburger Oberlehrer Hans Keferstein? einen Artikel dber
den Begriff der Zahl [5] verdffentlicht, in dem er auf Freges Grundlagen der
Arithmetik [3] und Dedekinds Was sind und was sollen die Zahlen? [1] Be-
zug nahm. Aufgrund von Missverstédndnissen des Autors sah sich Dedekind
gendtigt, eine Replik zu schreiben. Auch wenn die Replik letztlich nicht ge-
druckt wurde, verdanken wir der kurzen Korrespondenz, die sich zwischen
Dedekind und Keferstein entspann, den im Folgenden wiedergegeben Brief.3
Das Original des Briefes, genauer: ein sauberer Entwurf oder eine Abschrift
in Dedekinds Handschrift, befindet sich Dedekinds Nachlass, der in der Uni-
versitatbibliothek Géttingen aufbewahrt wird.? Der Text wurde auf Deutsch
zuerst von M.-A. Sinaceur in [7] ver6ffentlicht. Die hier gegebene Edition ba-
siert auf der von Sinaceur, wobei allerdings einige Ungenauigkeiten korrigiert
wurden.

!Siehe z. B. [4] in diesem Heft, sowie [6]. — Ich danke Reinhard Kahle fiir die Mitarbeit
an der vorliegenden Publikation.

2Der Artikel ist mit ,,H. Keferstein® unterzeichnet; das Mitgliederverzeichnis des vorher-
gehenden Bandes nennt ,,Joh. Keferstein®, woraus sich der Vorname , Johannes = Hans*
erschlieflen ldsst.

8Mehr zur Korrespondenz zwischen Dedekind und Keferstein findet sich in der Einlei-
tung zur englischen Ubersetzung in van Heijenoorts Sammlung From Frege to Gédel [2],
auf die wir uns auch bei den hier gegebenen Informationen stiitzen.

“Signatur: Cod. Ms. R. Dedekind 13:19, vgl. hans.sub.uni-goettingen.de/
nachlaesse/Dedekind.pdf, abgerufen Januar 2017.
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Die Edition ist wie folgt konzipiert: Abkiirzungen werden in eckigen Klam-
mern ausgefiihrt (Abk[iirzung]). Textkritische Varianten (d.h. die wesent-
lichen Unterschiede zur Ausgabe [7] [=6]) werden mit Bezug auf die Zei-
lennummern in einem & kritischen Apparat am Fufl der Seite angegeben.
Dedekinds alte deutsche Orthographie wurde beibehalten, um dem Leser
einen ,urspriinglichen Eindruck“ von Dedekinds Schreibstil zu vermitteln.
Zum Beispiel schreibt er stets ,,B8“ statt ,,ss“, benutzt in Wortern lateinischen
Ursprungs ,,c“ statt ,k“ und halt an der alten Schreibung mancher Worter
mit ,th* statt ,t“ fest (z.B. ,Thal statt ,Tal“).

2 Edition

1890. 2. 27. Herrn Oberlehrer Dr. H. Keferstein. Hamburg

Hochgeehrter Herr Doctor! ;

Fiir Thren freundlichen Brief vom 14.d[ieses] M[onats] und die darin aus-
gesprochene Bereitwilligkeit, meiner Entgegnung Gehor zu verschaffen, sage
ich Thnen meinen besten Dank. Doch méchte ich Sie bitten, in dieser An-
gelegenheit Nichts zu iibereilen und erst dann einen Entschlufl zu faflen,
nachdem Sie, wenn Sie Zeit dazu haben, die wichtigsten Erkldrungen und
Beweise in meiner Zahlenschrift noch einmal genau gelesen und durchdacht
haben. Ich halte es namlich fiir hochst wahrscheinlich, daf Sie sich dann in
allen Puncten zu meiner Auffafung und Behandlung des Gegenstandes be-
kehren werden, und gerade hierauf wiirde ich bei weitem den gréfiten Werth
legen, weil ich Uberzeugt bin, dafl Sie wirklich ein tiefes Interefie fiir die Sa-
che hegen.

Um diese Anniherung wo méglich zu beférdern, mochte ich Sie bitten, dem
folgenden Gedankengange, der die Genesis meiner Schrift darstellt, Ihre Auf-
merksamkeit zu schenken. Wie ist meine Schrift entstanden? Gewif3 nicht in
einem Tage, sondern sie ist eine nach langer Arbeit aufgebaute Synthese,
die sich auf eine | vorausgehende Analyse der Reihe der natirlichen Zahlen
stiitzt, so wie diese sich, gewiflermaflen erfahrungsméafBig, unserer Betrach-
tung darbietet. Welches sind die von einander unabhiingigen Grundeigen-
schaften dieser Reihe AV, d. h. diejenigen Eigenschaften, welche sich nicht aus

4 freundlichen | &: freudlichen

8 Zeit | G: die Zeit

11 Auffafiung | 6: Anfassung
18 Tage |6: Zuge
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einander ableiten laflen, aus denen aber alle anderen folgen? Und wie mufl
man diese Eigenschaften ihres spezifisch arithmetischen Charakters entklei-
den, der Art, daf} sie sich allgemeineren Begriffen und solchen Té#tigkeiten
des Verstandes unterordnen, ohne welche {iberhaupt kein Denken méoglich
ist, mit welchen aber auch die Grundlage gegeben ist fiir die Sicherheit und
Vollstindigkeit der Beweise, wie fiir die Bildung widerspruchsfreier Begriffs-
erklarungen?

Stellt man die Frage in dieser Weise, so wird man, wie ich glaube, mit Gewalt
auf folgende Thatsachen gedringt:

1) Die Zahlenreihe N ist ein System von Individuen oder Elementen, die
Zahlen heilen. Dies fithrt zur allge | meinen Betrachtung von Systemen
iiberhaupt (§. 1 meiner Schrift).

2) Die Elemente des Systems A stehen in gewifler Beziehung zu einander,
es herrscht eine gewifle Ordnung, die zunéchst darin besteht, dafl zu jeder
bestimmten Zahl n eine bestimmte Zahl n’, die folgende oder néchst gro-
Bere Zahl gehort. Dies fithrt zur Betrachtung des allgemeinen Begriffs einer
Abbildung ¢ eines Systems (§. 2), und da das Bild ¢(n) einer jeden Zahl n
wieder eine Zahl n' also ¢(N) Theil von N ist, so handelt es sich hier um
die Abbildung ¢ eines Systems N in sich selbst, welche also allgemein zu
untersuchen ist (§. 4).

3) Auf verschiedene Zahlen a, b folgen auch verschiedene Zahlen o, ¥'; die
Abbildung ¢ hat also den Charakter der Deutlichkeit oder Ahnlichkeit (§.
3).

4) Nicht jede Zahl ist eine folgende Zahl n/, d.h. ¢(N) ist echter Theil
von N, und hierin besteht (in Verbindung mit dem Vorhergehenden) die
Unendlichkeit der Zahlenreihe N (§. 5).

5) Und zwar ist die Zahl 1 die einzige Zahl, welche sich nicht in ¢(N') findet.
Hiermit sind | diejenigen Thatsachen aufgezdhlt, in welchen Sie (S. 124, Z. 8-
14} den vollstindigen Charakter eines geordneten einfach unendlichen Sys-
tems A erblicken.

6) Aber ich habe in meiner Entgegnung (III) gezeigt, dafl diese Thatsachen
noch lange nicht ausreichen, um das Wesen der Zahlenreihe NV vollstindig

1 aus einander | &: auseinander
1 folgen?] &: folgen.
2 ihres spezifisch arithmetischen] &: Thres spezifischarithmetischen
3 allgemeineren | &: allgemeinen
11 Zahlen] &: ,Zahlen”
13 zu einander | &: zueinander
16 Dies | G: Dieses
18 Zahl ] &: Zahl
22 hat | G: hat
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zu erfaBen. Alle diese Thatsachen wiirden auch noch fiir jedes System S
gelten, welches aufier der Zahlenreihe A noch ein System 7 von beliebi-
gen anderen Elementen t enthalt, auf welches die Abbildung ¢ sich stets
so ausdehnen 1iBt, daB sie den Charakter der Ahnlichkeit behdlt, und daf§
¢(T) = T wird. Aber ein solches System S ist offenbar etwas ganz Anderes,
als unsere Zahlenreihe A/, und ich kénnte es so wahlen, daf8 in ihm kaum
ein einziger der arithmetischen Sétze bestehen bliebe. Was muf also zu den
bisherigen Thatsachen noch hinzu kommen um unser System S von sol-
chen fremden, alle Ordnung stérenden Eindringlingen ¢ wieder zu reinigen
und auf AV zu beschrinken? Dies war einer der schwierigsten Puncte mei-
ner Analyse, und seine Uberwindung hat ein langes Nachdenken erfordert.
Setzt man die Kenntnif der natiirlichen Zahlenreihe A" schon voraus und
| erlaubt sich demgemaB eine arithmetische Ausdrucksweise, so hat man ja
leichtes Spiel; man braucht nur zu sagen: ein Element n gehort dann und
nur dann der Reihe A an, wenn ich, von dem Element 1 ausgehend, durch
bestindig wiederholtes Weiterzéhlen, d.h. durch eine endliche Anzahl von
Wiederholungen der Abbildung ¢ (vergl. den Schluf3 von 131 meiner Schrift)
wirklich einmal zu dem Element n gelange, wihrend ich auf diese Weise nie-
mals zu einem der Reihe N fremden Element ¢ gelange. Aber dieser Weg,
den Unterschied zwischen den aus S wieder auszutreibenden Elementen ¢
und den allein bei zu behaltenden Elementen n zu charakterisiren, ist doch
fiir unseren Zweck ginzlich unbrauchbar, er enthielte ja einen circulus vi-
tiosus der schlimmsten und auffalligsten Art. Die bloflen Worte ,endlich
einmal hinkommen® tun es auch natiirlich nicht, sie wiirden nicht mehr hel-
fen als etwa die Worte ,, Karam sipo tatura® die ich augenblicklich erfinde,
ohne ihnen einen deutlich erklirten Sinn zu geben. Also: wie kann ich, oh-
ne irgend welche arithmetische Kenntnifi vorauszusetzen, den Unterschied
zwischen | den Elementen n und t unfehlbar begrifflich bestimmen? Ganz
allein durch die Betrachtung der Ketten (37, 44 meiner Schrift), durch diese
aber auch vollstandig! Will ich meinen Kunstausdruck ,Kette vermeiden,
so werde ich sagen: ein Element n von S gehort dann und nur dann der
Reihe A an, wenn n Element jedes solchen Theils K von S ist, welcher die

1 erfaBen. Alle ] &: erfassen; Alle
3 welches | &: welche

10 beschrianken? | &: beschrédnken.

10 Dies | 6: Dieses

16 endliche | &: unendliche

22-23 vitiosus |G: viciosus

27 Kenntnif | G: Erkenntnis

32 welcher | &: welches
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doppelte Eigenschaft besitzt, daf das Element 1 in K enthalten ist, und daf
das Bild ¢(K) Theil von K ist. Zu meiner Kunstsprache: A ist die Gemein-
heit 1p oder ¢o(1) aller derjenigen Ketten K (in S), in denen das Element
1 enthalten ist. Erst hierdurch ist der vollstindige Charakter der Reihe A/
festgestellt. — Hierzu bemerke ich beildufig Folgendes. Die ,Begriffsschrift*
und die ,Grundlagen der Arithmetik“ von Frege sind zum ersten Male im
letzten Sommer (1889) auf kurze Zeit in meine Hénde gelangt, und ich habe
mit Vergniigen gesehen, dafl seine Art, das mittelbare Folgen eines Elemen-
tes auf ein anderes in einer Reihe zu erkliren, im Wesentlichen mit meinen
Kettenbegriffen (37, 44) tibereinstimmt; man muf sich nur durch seine etwas
unbequeme Ausdrucksweise nicht zuriickschrecken laflen. — |

7) Nachdem in meiner Analyse der wesentliche Charakter des einfach un-
endlichen Systems, deBen abstracter Typus die Zahlenreihe A ist, erkannt
war (71, 73), fragte es sich: existirt iberhaupt ein solches System in unserer
Gedankenwelt? Ohne den logischen Existenz-Beweis wirde es immer zwei-
felhaft bleiben, ob nicht der Begriff eines solchen Systems vielleicht innere
Widerspriiche enthilt. Daher die Nothwendigkeit solcher Beweise (66, 72
meiner Schrift).

8) Nachdem auch dies festgestellt war, fragte es sich: liegt in dem Bisherigen
auch eine ausreichende Beweismethode, um Sétze, die fiir alle Zahlen n gel-
ten sollen, allgemein zu beweisen? Ja! Der beriihmte Induktions-Beweis ruht
auf der sicheren Grundlage des Ketten-Begriffs (59, 60, 80 meiner Schrift).
9) Endlich: ist es auch moglich, die Definitionen fir Zahlen-Operationen
widerspruchsfrei fiir alle Zahlen n aufzustellen? Ja! Dies wird durch den
Satz 126 meiner Schrift in der That geleistet. —

Damit war die Analyse beendigt, und der synthetische Aufbau konnte be-
ginnen; er hat mir doch noch Miihe genug gemacht! Auch der | Leser meiner
Schrift hat es wahrlich nicht leicht; aufler dem gesunden Menschenverstande
gehdrt auch noch ein sehr starker Wille dazu, um Alles vollstdndig durch-
zuarbeiten.

Ich wende mich nun noch zu einigen Stellen Threr Abhandlung, die ich in

3 in denen ] &: indem
15 Existenz-Beweis | &: Existenzbeweis
20 Beweismethode | G: Beweismethode
21 Induktions-Beweis | &: Induktionsbeweis
22 der | &: dieser
22 Ketten-Begriffs | &: Kettenbegriffes
23 Zahlen-Operationen | &: Zahlen Operationen
27 er| G: es
31 wende | &: werde
3lin] &:im
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meiner neulichen Entgegnung nicht erwdhnt habe, weil sie weniger wichtig
sind; vielleicht werden aber meine darauf beziiglichen Bemerkungen noch
Einiges zur Klarung der Sache beitragen.

a) S.121, Z.19. Weshalb wird hier von einem Theile gesprochen? Eine An-
zahl schreibe ich spiter (161 meiner Schrift) jedem endlichen Systeme und
nur einem solchen zu.

b) S.122, Z.8. Hier findet sich eine Verwechselung zwischen Abbildung und
Bild; statt ,Abbildung ¢(5')“, mifite es heifien ,Abbildung ¢ des Systems
S'“ Nicht ¢(S), sondern ¢ ist eine Abbildung (der abbildende Maler), die
aus dem System (Original) &’ das Bild $(S') = S erzeugt. Solche Verwech-
selungen konnen aber bei unserer Untersuchung recht gefdhrlich werden.|
¢) S.123, Z.1-2. Diese Worte mdgen vielleicht auf Frege paBen, auf mich
gewi8 nicht. Die Zahl 1 als Grundelement der Zahlenreihe wird von mir mit
vollkommener Bestimmtheit erklart in 71, 73, und die Anzahl 1 ergibt sich
ebenso im Satze 164 als Folge der allgemeinen Erkldrung 161. Hierzu darf
gar nichts weiter hinzugefiigt werden, wenn nicht eine Triibung eintreten
soll. '

d) S.123, Z.29-31. Dies ist schon durch die vorhergehende Bemerkung c)
erledigt. Und wie wiirde wohl die gréfiere Sicherheit und die geringere Weit-
laufigkeit sich thatsdchlich gestalten?

e) S.124, Z.21-24. Der Sinn dieser Zeilen (sowie der vorhergehenden und
folgenden) ist mir nicht ganz deutlich. Soll hier etwa der Wunsch ausgespro-
chen sein, meine Definition der Zahlenreihe A" und der Aufeinanderfolge des
Elementes ' auf das Element n womdglich anzulehnen an eine anschauliche
Reihe? Dem wiirde ich mich mit gréfiter Bestimmtheit widersetzen, weil so-
fort die Gefahr entsteht, aus einer solchen Anschauung vielleicht unbewufit
auch Sitze als selbstversténdlich zu entnehmen, die vielmehr ganz abstract
aus der logischen Definition von A abgeleitet werden miilen. Wenn ich n’/
das auf n folgende Element nenne (73), so soll das lediglich ein | neuer Kunst-
ausdruck sein, durch deflen Benutzung ich nur einige Abwechselung in meine
Sprache bringe; diese Sprache wiirde noch einférmiger und abschreckender
klingen, wenn ich auf diese Abwechselung verzichten und n/ immer nur das
Bild ¢(n) von n nennen miifite. Aber der eine Ausdruck soll genau dafelbe
bedeuten wie der andere.

f) S.124, Z.33 — S.125, Z.7. Das in der dritten Zeile meiner Erklarung
73 gewihlte Wort ,lediglich“ soll doch offenbar die einzige Einschrinkung

10 Bild | &: Bild
35 Das | G: das
35 der dritten Zeile | &: dem dritten Teile
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bezeichnen, welcher das unmittelbar vorhergehende Wort ,, génzlich® zu un-
terwerfen ist; liefle man diese Einschrédnkung fallen, ndhme also das Wort
»ganzlich“ in seinem vollen Sinne, so wiirde auch die Unterscheidbarkeit der
Elemente wegfallen, welche doch fiir den Begriff des einfach unendlichen Sys-
tems unentbehrlich ist. Mir scheint daher dieses ,lediglich“ durchaus nicht
iiberfliifig, sondern nothwendig zu sein. Ich verstehe nicht, wie dies einen
Anstof} erregen kann. —

Indem ich meinen zu Anfang geduBerten Wunsch wiederhole und Sie bitte,
die Ausfiihrlichkeit meiner Erorterungen entschuldigen zu wollen, verbleibe
ich mit grofter Hochachtung

Braunschweig, Thr
27. Februar 1890. ergebenster
Petrithorpromenade 24. R. Dedekind.
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